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Objetos Graficos

“Computacéo Grafica é a area que estuda a sintese, o processamento e a

analise de objetos graficos.”

Universo
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Objetos
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Representacao
de objetos

Implementagao
de objetos

Definicdo: Um objeto grafico € um subconjunto S C R™ e uma funcéo
f: S CR™+— R".

S é chamado suporte geomeétrico;
f € chamada funcao de atributos;
m € a dimensao do objeto grafico.

Definicao: A area que trata da descricao, especificagao e representacao do
suporte geomeétrico de objetos graficos € chamada de modelagem.




Objetos Graficos: Exemplos

Exemplo 1: Subconjuntos do espaco

Dado um subconjunto S C R" , basta tomar a fungao de atributos
f: R™+— R™, tal que

f(p)—{l sepesS

0 caso contrario.

f € chamada fungao caracteristica.



Objetos Graficos: Exemplos

Exemplo 2: Imagem
. e Ny 2
Uma imagem é definida por uma fungéo f: /' C R* — C'.

Logo, uma imagem € um objeto grafico com suporte geométrico U e
funcao de atributos f que fornece a informacgao de cor em cada ponto do

suporte.




Objetos Graficos: Exemplos

Exemplo 3: Circulo e campos de vetores

Considere o circulo unitario S' de centro na origem, de equacao

A aplicagio N: S' C R* — R? dada por N(z,y) = (x,y) define um
campo de vetores normais unitarios a S', enquanto a aplicacéo

T: St ¢ R? — R?, dada por T'(z,y) = (y, —) define um campo de
vetores tangentes ao circulo. Portanto, o circulo € um objeto grafico e
seus campos de vetores normais e tangentes sao atributos do circulo.




Objetos Graficos Planares

Considere um objeto grafico f: S C R™ +— R".
Quando m = 2, temos 0s objetos graficos planares.

Quando m = 3, temos o0s objetos graficos espaciais.

A dimensao do suporte S € chamada de dimensao dos objetos graficos
planares, e como subconjuntos de R?, s6 podem ser unidimensionais
(curvas planas) ou bidimensionais (regides do plano).

Curva plana Regiao do plano



Curvas planas

Objetos graficos planares de dimensao 1

Um subconjunto C' C R? é uma curva plana se c possui localmente a topologia
de um intervalo aberto (0, 1) ou de um intervalo semi-aberto (0, 1].

Para todo ponto p € C', existe um disco aberto

D?(e,p) = {(z,y) € R ||lz — p|| < €}
tal que D? N C tem a topologia do intervalo (0, 1) ou (0, 1] (s30 homeomorfos).




Homeomofismos

Dois espacos topologicos dizem-se homeomorfos se existir uma aplicacao
entre esses espacos que seja continua, invertivel e a sua inversa seja

continua.

Exemplos:

* No plano, um quadrado e uma circunferéncia sdo homeomorfos.
* Quaisquer duas curvas simples no espac¢o sdo homeomorfas.

* Uma caneca e um donut sio homeomorfos.




Curvas planas

Uma curva plana nao admite auto-interseccgoes:

Uma curva plana ¢é dita fechada se tem a topologia de um circulo.

Como descrever uma curva plana?

1. Especificacao paramétrica
2. Especificacao implicita



Curvas planas: Descricao parameétrica

Definida por uma fungdo v: I C R— R* (t) = (z(t),y(t))
onde | € um intervalo da reta e a imagem v(I) é chamada de traco da curva.

Considerando t como tempo, podemos ver a descricado paramétrica de uma
curva plana como a trajetoria de uma particula.

Obs.:
1. Nem sempre o traco de uma curva esta livre de auto-intersecoes.
2. Uma curva pode admitir uma infinidade de parametrizacdes distintas.

A
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Descricao parametrica: Exemplos

Equacao paramétrica da reta

Dado um ponto p de uma reta e seu vetor diretor v, temos a descrigao
parameétrica:

7(t)=p+tv, teR
Se p = (z0,%0),v = (v1,v2) e y(t) = (z(t),y(t)) entdo:
(z(t),y(t)) = (z0,y0) + t(v1,v2) €

x(t) = xg + tvq
y(t) = yo + tvz



Descricao parametrica: Exemplos

Grafico de uma funcao

Dada uma funcdo f: I C R +— R, seu grafico € uma curva plana definida pelo
conjunto

G(f) ={(z, f(z));z € I}
Esta curva tem descricao paramétrica:

() = (¢, f(1))



Descricao parametrica: Exemplos

Circulo
A parametrizacao do circulo € muito usada na Computacao Grafica.

O circulo de raio unitario centrado na origem tem parametrizacao:

v(t) = (cos(t), sen(t)), t € 0,2m)



Descricao implicita

Define uma curva plana como o conjunto das raizes de uma equacao nas
variaveis x e y, ou seja:

Dada F: U C R? — R, o suporte geométrico da curva é definido como o
conjunto das raizes da equacao F(x, y) = 0. Este conjunto € chamado
imagem inversa do 0 pela fungao F, ou F-1(0).

F~H0) = {(z,y) € R* F(x,y) = 0}

Se F € um polindbmio de grau g, dizemos que a curva € algébrica de grau g.

A




Descricao implicita: Exemplos

Equacao implicita da reta
ar+by+c=0, ab#0
A reta € uma curva algébrica de grau 1
Equacao implicita do circulo unitario centrado na origem

22 442 — 2 =0

Em geral, conicas (circulo, elipse, parabola e hipérbole) representam as
curvas algébricas de grau 2:

az’ + by +cxy+dr+ey+ f=0

onde a* + b? + ¢* # 0.



Descricao implicita: Observacoes

Nem sempre F(x, y) = 0 define uma curva sem auto-interseccoes.
Exemplo: F(x, y) = x2-y2.

Condicao para nao haver auto-interseccodes (curva topoldgica):

Para todo ponto (X, Y,), devemos ter

OF
%(%,yo) #0

ou

OF

a—y(xo,yo) # 0

Ou seja, o vetor gradiente nao pode se anular.

grad(F) = (ZZ; 0F> # 0

Diremos que 0 € um valor regular de F.
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Regioes Planares

Objetos graficos planares de dimensao 2

Regiodes abertas

Um subconjunto S do plano é uma regido aberta se para todo ponto p € S
existe um disco aberto D*(e,p) = {(z,y) € R*; ||z — p|| < €} tal que
D*(e,p) C S.

Regidoes com bordo

Uma regido é dita com bordo se para todo ponto P € S uma das condicdes é
satisfeita:

1. Existe um disco aberto D?(e, p) tal que D*(e,p) C S
2. D?*(e,p) N S tem a topologia do semi-disco
Di = {(x,y) cR* 2’ +y  <eey> O}

Os pontos que satisfazem a segunda condi¢ao sao
chamados pontos de bordo ou pontos de fronteira.




Teorema de curva de Jordan

Uma curva topologica fechada y divide o plano em duas regiées abertas,
sendo uma limitada e outra ilimitada. A fronteira destas regides € a curva'y.

Estas curvas sdo chamadas curvas de Jordan.



Especificacao de regides

1. Especificar curva de fronteira
2. Determinar um algoritmo para resolver o problema de classificacao ponto-
conjunto.

Classificacao ponto-conjunto

Um determinado ponto p do plano pertence a regiao interna ou externa da
curva?

Solugédo: Se a curva é definida por uma equacao implicita F(x, y) = 0,
entao:

Se F(x,y) =0, (x,y) esta sobre a fronteira da regiao;
Se F(x, y) >0, (x,y) esta na regiao exterior a curva;
Se F(x, y) <0, (x,y) esta na regiao interior a curva.

Logo, uma regiao pode ser representada por uma
inequacao implicita do tipo: F(x,y) > 0, F(x,y) <0,
F(x,y) =0, F(x,y) 2 0.



Implicito ou parametrico?

Depende do problema! A

Problema 1: Amostragem pontual

Dado um objeto grafico com suporte geométrico S,
determinar um conjunto de pontos p,, p,,...,p, tais que
p; €85 N

1. Usando representacéo paramétrica:7y: I C R — R?
Basta tomar pontos t,, t,,..., t. do intervalo | e calcular 7y(%;)
2. Usando representacao implicita: F(x, y) = 0.

E necessario achar raizes da equacao F(x, y) = 0, o que pode ser dificil.



Implicito ou parametrico?
Problema 2: Classificagao ponto-conjunto

Determinar se um ponto p do plano pertence a um
objeto grafico.
1. Usando representacao implicita: F(x, y) = 0.
Basta verificar se F(x, y) = 0.

2. Usando representagao paramétrica:v: I C R +— R?

E necessario verificar se a equacdo v(t) =p possui solucdes, ou seja,
€ necessario verificar se o sistema abaixo possui solugao:

Resolver este sistema pode ser muito dificil!



Curvas Poligonais

Ot?j.etos 3 Represgntagéo
graficos de objetos

Sejam pg, Py,---, P,, pontos distintos do plano.

Uma curva poligonal é definida como a unido dos segmentos pyp4, P1P,,
P2P3;- -5 Pn-1Pn-

Os pontos pi sdo chamados vértices da curva.

Os segmentos p,p,,, s&@o chamados arestas da curva poligonal.




Curvas Poligonais

» Faceis de serem representadas e especificadas

 Podem aproximar curvas planas

Regiodes poligonais: Regides delimitadas por uma curva poligonal fechada.




Triangulacao

Colecéo 7 = {T;} de tridngulos de modo que dados dois triangulos
distintos T;, T; de 7, uma das trés situacdes abaixo deve ocorrer:

1. T; N Tj =0 ;
2. T; N'T; € um vertice comum;

3.T; N1} € uma aresta comum.




Triangulacao
Por que triangular uma regido do plano?

Cada triangulo define um sistema de coordenadas local em uma regiao
triangular do plano: coordenadas baricéntricas.

Aplicacao: Interpolagao de atributos definidos nos vértices da triangulacio.
(Problema de Reconstrucio)

Universo Universo
matematico discreto

Interpolacao usando coordenadas baricéntricas no triangulo:

Se £ = q121 + Qoo + a3T3;
CV1—|—O£2—|—CV3 =1,
04120

Entao f(x) = a1 f(z1) + asf(x2) + asf(xs).



Representacao de objetos graficos

Estratégia: Dividir para conquistar

Divide-se o suporte geométrico do objeto grafico, ou o espaco onde ele
esta mergulhado, até obter representacoes simples em cada elemento de
subdivisao.

Métodos de representacao:

1. Representacao por decomposicao intrinseca

2. Representacao por decomposiciao espacial

Obs.: os atributos do objeto grafico devem ser representados diretamente

na representacao do suporte geometrico.

f: SCR"™+—R"



Representacao linear por partes:
Objetos Vetoriais

Poligonizacao de regides: Obter uma representacao da regiao
decompondo-a em poligonos.

Exemplos:
1. Poligonizacido do bordo (por curvas poligonais)

2. Triangulacao da regiao: decomposicao da regiao numa familia de
triangulos.

~




Poligonizacao de Curvas Paramétricas

Seja a curva y definida no intervalo | = [a, b].

1.

Amostragem: obter uma particao do intervalo |

a=tg<t1 <toa<---<t,=0>

Avaliar a curva y nos pontos t;, obtendo uma sequéncia de pontos
Pos P1s---» P, Obtendo assim uma curva poligonal.

Obs.: Quando t; = iAt, diremos que a amostragem é uniforme. Caso
contrario, a amostragem € adaptativa.

| 7(157;)




Poligonizacao de Curvas Implicitas

Objetivo: obter uma curva poligonal representada por uma sequéncia de
pontos pgy, P+,---» Py, resolvendo F-1(0).

Problema: como estruturar os pontos F-'(0) de modo a obter uma curva
poligonal correta?

Estratégia:

1. Construir uma triangulagdo 7 = {7} no dominio de F;

2. Aproximar em cada triangulo T, a fungao F por uma funcéo linear ﬁ’;

3. Resolver F’(x, y) = 0 em cada triangulo (obtendo um segmento de
reta);

4. Estruturar a poligonizacao a partir da estrutura da triangulacgao.



Poligonizacao de Curvas Implicitas

1. Construcao da Triangulagao

Seja F:R2—Re v=F10).Seja Q= [a,b] x [a,b] um quadrado
do plano talque ~ C @ .

Tome uma particido uniforme do intervalo [a,b]
a=tg<t1 <ty <---<t,=0b
onde t,, — t = At = (b-a)/n.

O produto cartesiano da particao define um reticulado de Q, de onde é
possivel obter facilmente uma triangulagao de Q.




Poligonizacao de Curvas Implicitas

2. Aproximacao Linear

Vamos definir F': () — R, linear em cada tridngulo, e coincidindo com F
nos vertices da triangulacao.

Seja p um ponto arbitrario em um triangulo v,v,v;. Usando coordenadas
baricéntricas:

P = AU1 + AU + A3v3
Dai:

F(p) = )\1F(U1) + )\2F(U2) + >\3F(’Ug)



Poligonizacao de Curvas Implicitas

3. Solucao e estruturacao
E possivel resolver analiticamente a equacao linear F'(x,y) = 0 .

Na pratica, o segmento desejado pode ser obtido analisando sua
intersecao com os bordos do triangulo, ou seja, onde o 0 cruza os bordos.

N

A ordenacao dos segmentos segue diretamente das relagdes de
vizinhancga dos triangulos.




Interpolacao Linear

Método de interpolagao que se utiliza de uma fungao linear p(x) (um
polinbmio de primeiro grau) para representar, por aproximagao, uma
suposta funcao f(x) que originalmente representaria as imagens de um
intervalo descontinuo (ou degenerado) contido no dominio de f(x).

A interpolagao linear entre dois pontos (Xa, Ya) € (Xb, Yb) pode ser deduzida
usando-se proporcionalidade:

Y—Y% _ Y1~ Yo
X — T 1 — Xy

Dai:

r — Xo
Y =1Yo + (y1 — yo)— em um ponto (a:,y)
1 — X0




Representacao por decomposicao espacial

Caso mais simples: representacao matricial (objetos matriciais)

Objetivo: discretizar objeto grafico como unido de retdngulos de um
reticulado uniforme do plano.

Rasterizacao: Processo de determinar uma representacao matricial de
um objeto grafico.
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Problemas topologicos: Representagcao matricial pode gerar
inconsisténcias topologicas:
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Rasterizacao

Processo de determinar uma representacao matricial de um objeto
grafico.

Resultado da rasterizagao de um objeto grafico com funcéo de atributos
de cor: imagem digital

Enumeracgao: subconjunto ordenado finito de células de um reticulado.

Rasterizacdo: gerar enumeracao que represente o objeto grafico no
reticulado.

Problema: Dada uma célula C,, ela deve ser enumerada?
Solucao 1: C, € uma célula da representagao se, e somente

se, C; NU +# (), onde U é o suporte geométrico do objeto.
Cara! /

Solucao 2: Considere C;, uma célula da representacio se
seu centroide P; € U. /r/
Aproximacao muito grosseiral




Rasterizacao: Solucoes Intermediarias

Estratégias Basicas

» Rasterizacao Incremental: define como as células do
reticulado devem ser visitadas (caminho).

* Rasterizagao por subdivisao: subdivisdes recursivas sao
aplicadas até que algum critério seja satisfeito.

Classificacao das estratégias

* Intrinseca a geometria do objeto

« Espacial



Rasterizacao Incremental

Intrinseca

Células do reticulado sao visitadas deslocando-se ao longo dos pontos
do suporte geométrico do objeto grafico

Exemplos:

1. Curvas paramétricas 7: |a, b] — R?

Basta variar o parametro t para nos deslocarmos ao longo do reticulado.
2. Curvas implicitas v = F~'(0)

grad(F) = (gi 85) € perpendicular a curva, logo 7" = (

of Of
oy’ Ox
é tangente a curva. Logo, basta caminhar na direcao T.




Rasterizacao Incremental

Espacial

Percorre-se todas as células do reticulado linha por linha (scanline
rasterization).

Cara: é necessario percorrer n X n = n? células, onde aproximadamente n
serao intersectadas.



Rasterizacao por Subdivisao

Intrinseca

Estratégia: subdividimos o suporte geométrico do objeto até que cada
subconjunto esteja contido em uma unica célula.

Resultado: conjunto de células que contém algum desses subconjuntos.

Exemplo: curva paramétrica: basta subdividir recursivamente o intervalo
[a, b] na metade.



Rasterizacao por Subdivisao

Espacial

Estratégia: subdividimos um retangulo

contendo o suporte geométrico do objeto

grafico em quatro sub-retangulos. A

subdivisao prossegue recursivamente ate

que:

1. N&o existam pontos do objeto grafico

contidos no sub-retangulo;

2. O sub-retangulo possua as dimensdes
da célula do reticulado.

Como resolver o problema de interseccao?
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