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Geometria Euclidiana

Espaco R"™
R™ ={(z1,...,z,);x; € R}

Operacoes entre elementos de R"

Soma:

(5817:627"'75671)+<y17y27"°7yn) — ($1+y17:€2+y27°"7$n+yn)

Multiplicacao por niimero real:

A (T1,20,...,2,) = (Ax1, AT, ..., ATy)



Transformacoes Lineares

Transformacoes L: R™ — R™ que preservam a estrutura linear do R".

Propriedades:

L(u+v) = L(u) + L(v)

L(Au) = AL(u),

u,v € R" e A € R.



Transformacoes Lineares: Representacao matricial

Considere a base canonica do R™: | Construa a matriz L., cujas colunas
e1 = (1,0,...,0); sa0 Os vetores ai1,a9,...,0y,:
eo = (0,1,...,0);
. ( ai a2 c. A1n \
) a1 a9 ce Aon
en_(0,0,o ,1) Lez
Seja \ An1 QApo ... Qpn )
a1 = L(e1) = (a11,a21,...,an1)
n S — .
as = L(es) = (ai12,a22, . .. ,an2) Se x € R", entao L(z) = L. - .

Ap — L(en) — (alna A2ny - - 7ann)-




Transformacoes Lineares: Representacao matricial
Se x € R", entao L(x) = L. - .

Prova:

n
r=(r1,T2,...,2 ):Z:L'Z-ei
1=1
n n n
1=1 1=1 1=1

/CL11 a2 ... a1n\ (331\ (ZZ 1(11@%\

a1 d22 ... d2p L2 Zz:l A24 L4

\ a7.7,1 An2 ... Unpnp ) \ajn ) \ Zz;loam'ﬂ?i /




Transformacoes Lineares: Representacao matricial

Se x € R", entao L(x) = L. - .

Consequeéencia: O espaco das transformacoes lineares em R" e o
conjunto das matrizes de ordem n estao em correspondéncia biunivoca.

A composicao de transformacoes lineares corresponde ao
produto de matrizes, e a soma de transformacoes lineares
corresponde a soma de matrizes.

Manipular matrizes € facil no computador!



Transformacoes ortogonais

Produto interno em R":

n
(u, v) = Z W;V;
i=1

Usamos o produto interno para medir distancia e angulos:

Comprimento de vetor: ||ul| = \/(u, u)

(u,v)

Angulo entre dois vetores nao nulos u e v: cosf =

Distancia entre dois pontos x e y: d(x,y) = ||z — y

ullllv]



Transformacoes ortogonais

Uma transformacao que preserva o produto interno é
chamada transformacao ortogonal:

(I'(u), T(v)) = (u,v)

Vamos calcular o angulo entre T'(u) e T'(v):

Logo, transformacodes ortogonais preservam angulos!



Transformacoes ortogonais

Além disso:
T (w)|| = (T'(w), T(u)) = {u,u) = ||ul

Logo, transformacdes ortogonais preservam distancia!

Exemplos ] ]
1 () ( (
4 0 cosa —sina 0
R.(a) = () sina cosa (0
00 0 1 |
[ cos3 0 sing 0
| () 1 0 0
Ry(5) = —sin3 0 cos3 0
0 0 0 1)
[ cos~y —siny 0 0]
‘ siny  cosy 0 0
R0v)=| " 0 10
0 0 01|




Isometrias

Transformacoes que preservam distancia sao chamadas isometrias.

Dois objetos O e O, sao ditos congruentes se existe uma isometria
T:R"” — R” tal que T(O;) = Os.

Alternativamente, uma transformacao é uma isometria sse
T(u) = L(u) 4+ vg, onde T' é uma transformagao linear ortogonal
e vg € um vetor fixo.

T nao é linear!



Geometria afim

Como representar movimentos rigidos (isometrias)?

Qual a diferenca entre ponto e vetor?

Solucao: duas copias do R™, uma para vetores e uma para pontos.

Como somar ponto com ponto, ponto com vetor, vetor com vetor...?



Geometria afim

Espago afim: Par (P,V), onde P é o espaco de pontos e V é o
espaco de vetores, e P =) = R".

Sendo V um espaco vetorial, temos as combinacoes lineares

mn
Zam eV, a;€R
1=1

e transformacoes lineares

T (Z ad’) =Y a;T(u;)



Geometria afim

Soma ponto-vetor:

p+u=qeP

Subtracao ponto-ponto:

g—p=u <& g=p+u

Generalizagao (combinacao linear de pontos):
n

Zaipiel/ @Zn:azz()

1=1 1=1




Geometria afim

Interpolacao de pontos:

¢=1-a)g+agp=qg+algg—q), acl01]

Alternativamente:

q=a1q1 + asqe, com aj,az € [0,1], a3+ ay=1.

Generalizagao (combinacao afim de pontos):
n n
Z ap; €P & Z o; = 1
i=1 i=1

Exemplo: equacao parameétrica da reta

rt)=a+tlb—a)=(1—-t)a+b, teR

Combinacao afim de pontos, portanto o resultado é um ponto.



Geometria afim

Resumo:
mn
Y ai; eV, a; €R
i=1
n n
ZaipiEV @Zai:O.
1=1 i=1

zn: ap;, € P & zn: a; = 1
1=1 i=1



Transformacoes afins

Uma transformacao T : A; — As entre dois espacos afins
A1 = (P1,V1) e Ay = (P2, Vs) é chamada de transformagao afim sse:

1. T preserva vetores, e além disso a restricao T'|V: V — V é linear;
2. T preserva pontos, e além disso T'(p + v) =T (p) + T'(v).
2. (Alternativa) T preserva combinacao afim de pontos:

w1 T(za@-pi)—zam

i=1 i=1
Uma transformacao afim preserva retas.
Seja r(t) = (1 — t)a + tb. Entao:
Trt)=T(1—-t)a+th) =T(1—1t)a)+T(th) = (1 —t)T(a)+ tT(b),

ou seja, a imagem da reta r(f) que passa pelos pontos a e b é a reta
que passa pelos pontos T'(a) e T'(b).



Transformacoes afins

Translacao: T'(p) = p + vg é uma transformacao afim.

Para provar, precisamos mostrar que

n

Zai =1 — T (Z aﬂ%) — ZaiT(pi)

i=1 i=1 i=1
Considere uma combinacao afim t;u + tov de pontos, t1 + t2 = 1, temos
T(t1u + tav) = t1u + tav + vg
= t1u + tav + (t1 + t2)vg
= t1(u+vo) + ta(v + vo)
=t1T(u) 4+ t2T'(v)



Afim vs. Linear
Seja T'(x) = L(x) + vy, onde L é linear.

E fécil mostrar que T é afim (similar ao slide anterior).

Por outro lado, considere T’ uma transformacao afim qualquer.

Seja T'(0) = po.

Seja & um vetor qualquer. T(%) = T'(0 + ¥)
=T(0)+T(7)
= po + T'(7)

1. T aplicado a x ¢é linear, por definicao.

2. po € constante, portanto funciona como uma translacao.

Logo, toda transformacao afim é a soma de um ponto com
uma transformacao linear: T'(z) = L(x) + po.



Afim vs. Linear

Logo, toda transtormacao afim é a soma de um ponto com
uma transformacao linear: T'(x) = L(x) + po.

Os movimentos rigidos sao transformacoes afins.



Coordenadas afins

Seja A um espaco afim, o um ponto do espaco, e {U1, Vs, ..., U,}
uma base de A.

A lista F = (o, V1, Vs, ...,U,) é chamada referencial de A.

Sejap=o0+1v € A
Podemos escrever v = c1v1 + caUs + -+ - + C,, Uy,

Dai p =04 c1v1 + coUg + - - - + ¢, Uy,

Os n + 1 escalares 1,cq,co,...,c, representam as coordenadas
de p no referencial e sao representados pela lista (c1,ca,...,cpn, 1).

Geometricamente, estamos colocando uma copia de R™ |
no hiperplano z,4+1 = 1 do R**!,




Representacao matricial das transformacoes afins

Considere dois referenciais
L — — — L — — — /
F = (ty,Us,...,Un,0) e G=(U1,02,...,U,0).

xr = x1U1 + xo2Us + - - - + T, U, + 0 UM ponto no espaco afim;

Seja 1" uma transtormacao afim, e suponha que:

n n

T(”LLJ) — Z g4 Vq, T(O) — Z Ajn+4+1 Ui

Dai

a?—Zafjuj—l—O — T(x ZCI’)] T (o)

1=1

n n
:E E AijTj + Qin41 | Vi
i=1 \j=1



Representacao matricial das transformacoes afins

De forma matricial, no referencial G, temos:

translacao

parte linear
T(x) - (’ran a12 . a1n

n n as; a2 ... A2n §i

E E AijjTj + Qint1 | Vi =

i=1 \ j=1

ka/n]_ a/n2 o o a/nr,}j

0 0o ... 0

Uma transformacao afim pode ser representada por
uma matriz de ordem n+1.



Paralelismo das transformacao afim

Considere duas retas

r(t) = a+ t(b— a), passando por a e b.
s(t) = c+t(d — ¢), passando por c e d, paralela a r, ou seja:

b—a=\d-—c)
Seja 1" transformacao afim. Entao:
T(rt)=T(a+tlb—a))=T(a)+tT(b—a)
=T (a) + MT(d— c)

Por outro lado:

T(s(t)) = T(c+t(d — ¢)) = T(c) + tT(d — c)
Logo, T(r(t)) || T(s(t).



Paralelismo das transformacao afim

Mas para realizar projecoes em Computacao Grafica,
nao queremos manter paralelismo!




Espaco Projetivo
Seja O € R™™! e IT € R™"! um hiperplano, onde O ¢ II.

A projecao conica de P € R*™1 P #£ O em II
é o ponto P’ onde a reta r definida por OP intersecta II.

Obs.: todos os pontos de r serao projetados em P’. Logo, r serd
considerado um ponto projetivo.

O conjunto de retas passando pela origem O de R"T! é chamado
espaco projetivo, indicado por RP".

Representaremos o ponto (1,2, ...,%Tn, Tnil)
como (X,Tnp11), X € R™.

-
LI S

-
an”
-
-



Particao dos pontos do Espaco Projetivo

RP" ={(x,1) U (x,0)}, x#O.
(x,1): plano z = 1, chamados pontos afins do plano projetivo.

(x,0): pontos ideais ou pontos do infinito.

Uma reta no espaco projetivo define um plano pela origem
no espaco euclidiano.

Duas retas no plano afim se encontram num ponto do infinito.

]




Coordenadas Homogéneas
Dado p € RP", podemos tomar p’ € R*! na reta r que representa p.
Se p' = (x1,%2,...,%Tn, Tni1), €ntao
Ap) = ANx1,T2,. .., Tn,Tni1), A F# 0 também representa p.
Essas coordenadas projetivas sao chamadas coordenadas homogeneas.

[CCl,CEQ, SR 7anaajn—|—1] = A [CUl,ilfg, SR 7£En7xn-|—1] ) A # 0.

Normalmente, tratamos cada um destes pontos normalizando a ultima coorde-

nada:
|

L1 2 Ln 1
Tp41’ ? Tn41’

1,20, Ty, Tp1] = {




Transformacoes projetivas

Devem transformar pontos de RP" em pontos de RP".

Do ponto de vista euclidiano, devem transformar retas pela origem,
em retas pela origem.

Logo, trata-se de uma transformacao linear invertivel 7': R**1 — R7T!
do espaco euclidiano R,

Pode ser representada por uma matriz de ordem n + 1.

T é definida a menos de um escalar nao nulo:

(NP =T(AP) =T(P) j

>

-




Anatomia das transformacoes projetivas
Seja T': RP? — RP? dada pela transformacao linear T: R3 — R3.

Seja 1" pode ser representada por uma matriz invertivel de ordem 3.

(a d g tl\
b & h t2
M = c [ 1 t3
\pl p2 p3 | 8)
a d g t1
onde A = b e h Pz(pl D9 pg) T =1 t S:(S)
c f 1 i3



